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Q ' On decrit un probleme naturel concernant les transformees de Fourier, 

| 7j ■ qui introduit des constantes dependant de la dimension d. 

\Q . Le probleme est pose, en dimension 1, dans la premiere section, oii on 

CN ! decrit une reduction simple au cas des fonctions autoduales. Le premier 

result at est une minor at ion de Bi. 
' Puis on considere une classe tres naturelle de fonctions qui donne sim- 

■ plement une majoration de Bi. Celle-ci n'est pas optimale : on decrit des 

^ ■ arguments simples qui permettent de I'ameliorer (section 2). 

! Dans la section 3, ces calculs sont etendus aux dimensions arbitraires, 

donnant une minoration et une majoration simples des constantes. 

Enfin, la section 4, aritlimetique, relie ce probleme a une question bien 
connue concernant les fonctions zeta des corps de nombres. Les arguments 
arithmetiques montrent que la croissance lineaire de Bd en fonction de la 
^ , dimension est naturelle au vu de proprietes connues de la ramification de ces 

, corps. 

oo ' 1 Position du probleme et minoration de Bi 

q ■ 

Considerons un couple de fonctions (/, /) sur la droite reelle ; c'est un 
^ . couple de Fourier si 

b : 

' f{y) = I f{x)e-''-^ydx , / G L\R) 
f{x) = jf{y)e^'^-ydy, f e L\R) . 

Ainsi f et f sont continues et tendent vers a I'infini. On s'interessse aux 
couples de Fourier (/, /) tels que 

1) f et f sont reelles et paires, non identiquement nuUes; 
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2) /(0)<Oet/(0)<0; 

3) f{x) > pour X > Qf et f{y) > pour y > aj. 

Notcr que la condition 2) ct la non-nuUite de /, / impliquent que a/ et 
a J sont > 0. 

Probleme : Quelle est la borne inferieure du produit ajaj pour les couples 

de Fourier (/, /) verifiant (1-3) ? 

On designera cette borne inferieure par -Bi > (noter que de tels couples 
existent a I'evidence). Nous allons montrer, ce qui n'est pas evident a priori, 
que Bi est strictement positif. 

Jusqu'a la section 3, nous nous limiterons a la dimension 1. Pour un couple 
de Fourier verifiant (1-3) posons 

A{f ) = M{x > : f{]x, oo[) C R+} 
A{f)=mi{y>Q:f{]y,oo[)cR-^}. 

Le produit A{f) A{f) est invariant par changement d'echelle, c'est-a-dire si 
on remplace f{x), f{y) par f{x/X), Xf{yX). Puisque 

Si = inf A{f) A{f) 

pour tous les couples dc Fourier verifiant (1-3), on pcut done se limiter a 
ceux pour lesquels A{f) = A{f). Alors f + f 7^ (considerer ses valeurs en 
des points voisins de A{f) et superieur a celui-ci), et 

A{f + /) < A{f) = A{f) . 

Done Bi — ini A'^{f + f). On voit done que 

Bi = A^ A = MA{f) 

la borne inferieure etant prise sur I'ensemble des fonctions / G L^(R), reelles 
et paires, non identiquement nuUes, egales a leur transformee de Fourier, et 
telles que /(O) < 0. 
Posons 

7(x) = e— ' , 

de sorte que 7 = 7. Si /(O) < 0, / — /(0)7 est non nuUe et verifie les memes 
conditions que /, et 

A{f - /(0)7) < A{f) . 
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Finalement, 
(1.1) A = miA{f), 

la borne inferieure portant sur les fonctions f E (M) reelles, paires, 
non identiquement nuUes, et telles que f — f et /(O) — 0. 

Void un resultat important. 

Theoreme 1. Soit A = - inf (^) = 0, 2172 • • • 

Alors A > , ^ = 0, 4107 • • • 
-2(1 + A) 

done Bi > 0, 1687 • • • 

Demonstration. Choisissons f — f, /(O) = et \f{x)\dx \ f\ — 1. 

Ecrivons simplement A — A{f). Posons f = — f~ , \ f\ ~ f~^ + f~- Comme 
J^f = /(O) = 0, on a = Lf- = Itr = i Done = 

I\.\>Af'' < h done > i. Or \f{x)\ < J \f\ = 1. Done 2A > i, 

d'oii une premiere minoration A> ^. On verra que cet argument s'etend aux 
dimensions super ieures. 

En dimension 1, on pent le raffiner de la fagon suivante. Ecrivons, / etant 
autoduale : 

f{x) = J f{y) cos2nyxdy = J f{y){cos2nyx - l)dy = 
^ J f~{y){l-cos2TTyx)dy- J f^{y){l - cos2Tryx)dy . 
Ceci implique, les deux integrales etant positives : 

f~{x) < J f'^{y){l-cos2nyx)dy, 



d'ou 



et done 



- < — sup (1 ) = — (1 + A) 

4 - 2 „eS ^ u > 2 ^ ^ 



d'ou le theoreme. 

Plus loin, nous aurons besoin de considerer aussi des fonctions assez 
rcgulicrcs. Une classc naturcllc est I'cspacc S de Schwartz. II n'est point 
evident que la borne A definie par (1.1), quand on impose de surcroit a / 
d'appartenir a S, coincide avec celle definie pour / parcourant L^. 

Notons Bi la constants A^, ou A est definie par (1.1) pour / G 5. On va 
voir que Bi et Bi different assez peu. On a evidemment 

(1.2) B^<Bi. 
Soit 

Sr = inf(A2|/(0)<0, / = / paired 0, f e L^) . 

Done B^ est definie par (1.1), oii Ton impose /(O) < 0. On definit de 
meme B^ en imposant de surcroit f & S. 
A r evidence : 

(1.3) < Br 



(1.4) Bi<Sr, B,<B^. 

Verifions que Bi < B^ . Soit f E verifiant la condition (1.1) mais avec 
/(O) < 0, et soit a = A{f). Soit (p = * ip, ip etant C°°, paire, positive et 
de support compact tres voisin de 0, et g = f * ^p. Alors A{g) < a + £ et 
g{0) < 0. On ag — fip^ ; en performant la meme operation sur g on obtient 
une fonction h e S telle que h — h, h{0) < et A{h) < a + £ ; on en deduit 
que < Bi soit 

(1.5) Bi = Bi . 

Noter que I'argument ne s'applique pas si /(O) = 0. On va montrer 

(1.6) Bi<2Bi- 
d'apres (1.4) et (1.6) on en deduit 

(1.7) Bi<Bi<2Bi. 
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Soit / verifiant (1.1) et a — A{f). Puisque /(O) = J f{x)dx = 0, / prend 
des valcurs strictement negatives sur [—a, a]. Soit 6 > tel que f{b) < 0, et 
considerons la distribution 

T^5b + 5-b + 25o . 
C'est une mesure positive, de type positif : 

f = 2 cos(27r6y) + 2 > . 

(r*/)(0) = /(6) + /(-6)<0. 
Puisque b<a, g = T*f verifie done : 

g{0)<0, > sur [2a,oo[. 

De plus ^ = Tf est > sur [a, oo[, et ^(0) = 0. Par dilatation, on obtient 
alors une fonction h telle que 

h>0 sur [av/2,oo[, h{0) < 
h>0 sur[aV2,oo[, h{0) ^ . 

Les fonctions h et h sont reelles et paires. Alors h + h verifie les conditions 
relatives au calcul de . Done < (a-\/2)^ = 2a ; variant /, on en deduit 
enfin (1.6). 



2 Majoration de Bi 

Une premiere idee est d'associer a / son developpement d'Hermite 

oo 


oil les Hn sont dcs vccteurs propres de I'operateur de Fourier J^, correspon- 
dant aux valeurs propres i". Ainsi f = f s'exprime comme 

oo 

f{x) ~ ^a4mH4m{x) ■ 
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Les Hn sont de la forme Hn{x) — e~^^ Pn{x) ou P„ est un polynomc de 
degrc n. Une combinaison lineaire convenable de Hq et H4 (telle que /(O) = 0) 
donne ttA^ < 3. Plus loin, les calculs semblent difficiles et nous n'avons pas 
poursuivi cette voie. 

On peut aussi considerer les fonctions 

(2.1) ga{x) = a-f{ax) + ^(^^^ " (1 + ^hi^) , a>l 

qui satisfont aux condition de (1.1). Alors toute expression de la forme 

/CXD 
9a{x)dT{a) 

ou r est une mesure sur ]1, oo[ telle que I'intcgrale converge pour tout x et est 
> a I'infini est une fonction candidate. (II parait difficile de determiner une 
propriete simple et caracteristique de r assurant que (2.2) est convergente et 
positive a I'infini). 

Nous etudions d'abord A{ga,). II est commode de poser X — vrx^, et 
Ga{X) = ga{x). Ainsi 

Ga{X) = a e-"'^ + e-""'^ - (1 + a)e-^ . 

De plus 

(2.3) Ha{X) = e^'GaiX) = a e^^-"')^ + e^^-""')^ -I- a 

est une fonction convexe, verifiant 

Ha{Q) = , H'M = -a-\a^ - l){a^ - 1) < 
et tendant vers +00 avec X. EUe admet done un unique zero Xa > 0, et 

II est naturel d'etudier la variation de Xa, et tout d'abord pour a voisin de 
1. Posant a = l + /i,/i>0, il vient pour X fixe 

Ha{X) = (1 + /i) (6-^(2'^+'^') - 1) + e^(2'^-3'^'+3'''-4'^')^ - 1 
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modulo 0{h^). Ceci s'ecrit Pih+P2h?+Pzh^+Pih^+0{h^), ou les polynomes 
Pi sont : 

Pi = 

P2 = 2X{2X - 3) 
P3 = -X(2X - 3) 

^ _5X + 15^2 - —X"" + -X^ . 

3 3 

L 'expression de P2 montre que pour h assez petit Ha{X) > si X > | et 
Ha{X) < si X < ^. Par consequent, 

(2.4) limX„ = |. 

a— »1+ Z 

Ce qui fournit une borne explicite 

'3 




Mais cette borne simple ne peut etre la vraie valeur de A. Pour X — ^, 
P2 et P3 s'annulent, et 



Pour /i petit et non nul, on a done Xa < |. 

Si a — > +00, Xa — > +00 ; en fait, un calcul simple montre que 

X„ = loga + 0(l) (a ^+00). 

Nous n'avons pas determine la valeur minimale de X^, mais il est facile 
de I'estimer, de fagon semi-heuristique. La valeur a — y/2 donne, en posant 

q = ei^o- : 

si g 7^ 1, I'equation quadratique 

- v^g - V2 = 



donne g = ^(1 + ^1 + 2^2), 



X„ = 2 logg= 1,4749... <^ (a = y2) 
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La valeur a — 2 donne, pour q — e*^ 



q-1 

La solution q > 1 est q = 2, 9744 . . ., d'ou 

X„ = 1,4534... (a = 2). 

II est vraisemblable que c'est a peu pres la valeur optimale accessible par 
cette methode. En effet si Ton resout Ha{X) = 0, Ha donnee par (2.3), et 
que Ton suppose a > 2, le premier terme est negligeable. Done Xa est a peu 
pres 

log(l + a) 
1 - a-2 . 

L'extremum de cette expression est atteint pour a(l — a) = 2 log(l + a), qui 
donne 

= 2,08137... 

Dans tous les cas, la valeur minimale A{ga) ainsi obtenue n'est pas la 
valeur (1.1) cherchee. Considerons en effet oq tel que Xo — Xa^ soit minimal, 
et Hq = Hag, positive sur [Xq, oo[. 

Soit a (par exemple, voisin de 1) tel que Xa > Xq. Sur [Xa,oo[, Ha est 
> et son ordre de croissance pour X — > +oo, en e^^~" est plus petit 
que celui de Hao si a < ao- II existe done T > tel que Hao — THa soit > 
sur [Xa,oo[. Mais cette fonction est > sur [Xo,Xa[, done sur un voisinage 
de Xq, done pour X > X' avec X' < Xq. 

Le meme argument s'applique en prenant tout ao tel que Xq < |. Pour 
ao = 2, on pent determiner la correction optimale (qui correspond a a tres 
voisin de 1), donnant une fonction > sur [X'\ oo[, avec 

(2-^) f <M3::: 

Nous n'avons fait qu'un calcul tres approche. Enongons neanmoins le resultat, 
a comparer au theoreme 1. 

Theoreme 2. On a A < 0, 64 et Bi < 0, 41. 
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3 Dimensions superieures 



Nous nous plagons dans M"* euclidien, produit scalaire 



d 



x-y ^^XiVi, ||a;|| = (a; -0;)^/^ 
1 

la transformee de Fourier etant donnee par 

(3.1) f{y) = j f{x)e-^'-^ ydx 
ou dx — dxi . . . dxd est la mesure de Lebesgue ; alors 

(3.2) f{x)= J f{y)e''-^-ydy. 

On suppose /, / continues et integrables. Plus generalement, si E est un 
espace euclidien de dimension d, si la mesure invariante dx sur E est choisie 

de sorte que la mesure du cube engendre par une base orthonormale soit 
egalc k 1, ct si X -y designe le produit scalaire, la transformee de Fourier (3.1) 
a pour reciproque (3.2). 

On considere les couples de Fourier (/, /) verifiant (3.3) 

1) /, / reelles et paires, non identiquement nuUes 

2) /(O) < ct /(O) < 

3) f{x) > pour > a/, f{y) > pour \\y\\ > aj. 
On definit, comme dans le §1, A{f) et A{f) : 

A{f) = mi{r > : f{x) > si ||a;|| > r} , 

et 

B, = miAif)Aif) 

pour les couples verifiant 1), 2), 3). Soit /*(.t) I'intcgralc (invariante) de / 
sur la sphere dc rayon : /* = (/)*, ct /* ct /* nc sont pas nulles; sinon 
f et f scraicnt a support compact d'aprcs 3). Puisque ^(/*) < A{f) et 
^(/*) < A{f), on pent se limiter aux couples de fonctions radiales. Puisque 

{f{x/X)r = X'^fiXy) (A > 0) , 
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rargument du §1 s'applique alors et Ton voit que 
(3.4) B, = A\ A = miA{f), 

la borne inferieure etant prise sur I'ensemble des fonctions / G 
L\R'^), radiales, non identiquement nuUes, et telles que f — f et 

/(O) = 0. 

On a, comme dans le §1, ajoute si necessaire un multiple de la fonction, 
radiale et autoduale 

7(x) = e" 



Theoreme 3. OnaBd> K|r(| + 1))'^''^ > 

Demonstration. Elle est calquee sur le cas d = 1, en remplagant I'intervalle 
(— par la boule de centre O et de rayon dont le volume 

Posant X — 7r||x|p, I'argument du §2 nous amene aconsiderer les fonctions 
naturelles 

ga{x) = Ga{X) {x e M") 

oil 

Ga{X) = a'^e-^"' + e-^""' - (1 + a'^)e-^ , 

et enfin 

Ha{X) = a'^e^^-"')^ + e^^-""')^ - (1 + a*^) , a > 1 . 
II est commode de poser = 1 + k, d = 2c, d'oii 

H^{X) = (1 + ky e-^"" + e(i-(i+'=)"')^ - 1 - (1 + kf. 

La derivee a I'origine en X est 

k 



l + k 



1-(1 + A;)^+M <0; 



I'argument de convexite du §2 montre que a un unique zero positif X^. 
Comme auparavant, nous calculous un developpement en k limite a I'ordre 
4 de Ha{X) . II vient 

Ha{X) = Pi A; + + + PJ^^ + 0(A;') , 
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Pi =0 

P2 =X{X-c-l) 

P3 ^l{c-2)X{X-c-l) 

Pa = ^^{^' - (2c + 6)X' + (3c(c - 1) + 18)X- 

-(2c(c- l)(c-2) + 12)}. 
Comme en dimension 1, on voit que P2 et P3 s'annulent pour 

(3.4) X = X{d) := ^ + 1 

De plus P2 est > pour X > X{d) , < pour X < X{d). Faisant tendre k 
vers on en deduit 

limX„ = - + 1 

a— »1 z 

Pour comprendre la position de Xg, par rapport a X{d) quand a — > 1, 
calculous (54(X(d)) , 011 P4 = ^Qa- Le calcul donne 

Q4(c + 1) = -c' + 1 . 

Pour d > 2, ce terme est done < 0, done Ha{X{d)) < pour a proche de 
1, ce qui montre que 

d 

Xa ^ ^ (a > 1 , assez proche de 1) . 

II est done possible que la valeur (3.4) soit optimale. Pour d — 1, ce n'est 
pas le cas, commc on I'a vu au §2. 

Pour d = 2 , Q4^{c + 1) = 0, done nous devons calculer, a I'ordre 5 au 
moins, le developpement limite de 

(3.5) Hai2) = (1 + k)e-^^ + e'('-iTs) -2-k. 
Le developpement de Taylor en de 

00 

f{z) =J2qnZ\ 
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se calcule par le theoreme des residus. Posant 

z w , dw 
w = , z = , dz 



1 + z' 1-w' (w-l)^' 

il vient, les integrales etant prises sur un petit contour autour de : 

_ f(z) 1 [ 2^ dz 
Qn = Res^=o^zT = 9 



2m j 



2w ' 



;i - wY+^ dw 



(1 -w)"-! 
ReSt„=o —7-. e 



yjn+l (1 _ 
2w 



En particulier, ps est la somme de 

¥ - si. 

venant du premier terme de (3.5), et du terme en de e^"'(l — w)^, egal a 

95 03 2^ 

On trouve que p5 = 0. 

De meme, pe est la somme de 

95 96 

ct de 

26 2^ 2^ 2^ 22 

(3.9) __5.- + 10.^-10.^ + 5.^-2, 



d'ou 



Pour a tres voisin de 1, on a done Ha{2) < et Xa > X[2) = 2. La encore, 
il est possible que la borne donnee par (3.4) soit optimale. 

Pour conclure ce paragraphe, noter que Ton a obtenu pour tout d > 2 la 
borne superieure 

(3.10) B,<Bd<^ 
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oil Bd est defini, comme dans le §1, par les fonctions de I'espace iS(M'^). Par 
ailleurs les considerations de la fin du §1, relatives aux bornes pour et pour 
S, s'appliquent. Dans la demonstration de I'inegalite (1.6), on doit considerer 
T = Sb + 5.b + 2So, oh \\b\\ <a = A{f) et f{b) < ; f = 2 cos(27r b-y)+ 2 est 
une onde plane positive. Le reste de I'argument est identique, en remplagant 
h + h par la moyenne spherique de h + h si on veut s'en tenir aux fonctions 
radiales. En conclusion, a comparer au Theoreme 3 : 

Theoreme 4. On a 
(3.11) Bd<Bd<^^, Bd>^Bd. 

4 Un argument arithmetique 

Soit F un corps de nombres de degre d sur Q. On designe par v les places 
(finies ou archimediennes) de F, et par F^ la completion correspondante ; 
pour V finie Oy C F^ est I'anneau des entiers et son groupe des unites ; 
Qy est le cardinal du corps residuel. Soit 

AF = l['Fy 

V 

(produit restreint) I'anneau des adeles de F, et = Ip le groupe des ideles. 
Soit I \ : X E Ip ^ Ylv l^lf 1^ norme d'idele, 

Ip = {x E Ip : \x\ = 1} 
et J+ = {x e Ip: \x\ > 1} . 

On considere la mesure invariante dx = Yl^Xy sur A^, dxy etant une 
mesure de Haar sur Fy. En les places finies, dxy est la mesure autoduale de 
Tate [5] ; en une place reelle ; dx est la mesure de Lebesgue ; en une place 
complexe, dont Ton note z = x + iy la. variable, dz = 2dxdy. En une place 
reelle, la transformee de Fourier f{y) d'une fonction / est definie comme dans 
le reste de cet article. 

Si z = X + iy est le parametre en une place complexe, et w = ^ + ir], Tate 
definit la transformee f{w) d'une fonction f{z) par 




oil Tr{zw) = 2Re{zw) = 2{x^ — yrf) . 
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Pour des fonctions radiales, done paires en ehaeune des variables, ceci 
revient a considerer la transformee de Fourier definie, comme dans le §3, par 
le produit scalaire z ■ w = 2(x^ + yrj). La mesure autoduale dz de Tate est 
la mesure normalisee consideree au debut du §3 pour un espace euclidien 
abstrait. 

Soit / la fonction de I'espace de Schwartz de Ap donnee par 

(4.1) f{x)=i[Mx,) n 

v\oc V finie 

Oil /° est la fonction caracteristique de Oy et oil, pour v arcliimedienne, fy 
est pour I'instant une fonction arbitraire de I'espace de Schwartz. La fonction 
zeta de Tate associee est definie pour Re(s) > 1 par 



Zif,s)= / fix)\x\'d^x, 

J If 

Oil d^x est le produit des d^Xy, d^Xy = ^ (multiplie par (1 — Qy^)^^ aux 
places finies). 

Plutot que les fonctions decomposees de (4.1), nous considerons, sur M*^, 
des fonctions de la forme ga{x) (§3) oii M'^ est considere comme un espace 
euclidien par 

ll-^ooll ^ ^ \xy\ ~\~ ^ ^ 2 II II , 

V reelle v complexe 

\\z\\ etant la valeur absolue usuelle d'un nombre complexe. (On notera 1^1 = 
II 2; IP la valeur absolue normalisee comme dans la theorie de Tate). Plus 
generalement, 

(4.2) /(x) = /oo(xoo) n /°(^-) 

V finie 

Oil foo{xoo) € 5(M'^). Les conditions imposees par Tate (i.e., (zi), (2:2) , (zs) 
in [5], §4.4) sont verifiees par de telles fonctions. Par exemple, (2:3) prescrit 
que I'integrale 



/ /'oo('£-oo) l"^*) Ij; ^X ■ 



ti|oo 

oil =11-^*" soit absolument convergente pour a > 1. C'est vrai en fait 

v\oo 

pour cr > et tout foo € S{Foo)- La meme condition est done verifiee pour /. 
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Dans le cas ou /oo = H ^^^^ 



/^(x) = e ™^ (variable reelle) 

= e~^'^!l^ll^ (variable complexe) , 

Z{f,s) est la fonction zeta Cf(s), multipliee par ses facteurs archimediens 
usuels (produit de fonctions F). Ecrivons, d'apres Tate, 

Z{f,s) = [ f{x)\x\'d''x+ [ f{x)\x\^-'d''x 
(4,3) „ 

s — 1 s 

oil, avec les notations usuelles ([5], Theoreme 4.3.2), 

K = 



y/Dp W 

est le residu en s = 1 de Cf{s). En particulier. Dp est le discriminant absolu de 
F,et d = ri+2r2, ri etant le nombre de places reelles et r2 le nombre de places 
complexes. Les deux integrales figurant dans (4.3) sont alors absolument 
convergentes pour tout s G C. 

Lemme 1. — Soit s un zero de Cf{s) tel que Re{s) > 0. Alors Z{f, s) s'annule 
en s pour tout choix de foo G S{Foo). 

En effet on pent ecrire, d'abord pour Res > 1, 

Z{f,s) = Z{U,s)CFis). 

Puisque Z{f, s), ainsi que Cf{s) et Z{f^, s) sont holomorphes pour s 7^ 1, 
Re(s) > 0, le Lemme s'en deduit. 

Pour toute place finie f, /° est egale a |9^|~^/^char(()~^). Ici 9^ C est 
la differente, 9"^ son inverse, char(c)~^) la fonction caracteristique, et |c)^| est 
la norme d'ideal (une puissance positive de q^). Rappelons que 

n i^-i = i^^i- 

V finie 

Considerons alors la premiere integrale de (4.3) : 
(4.4) I f{x) IxYd^'x. 
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Si f{x) ^ en X — {x^,Xf), la description de ff — Yl fv montre que 

V finie 

\xf \ < 1 ; puisque |a;ooa;/| > 1, 

(4.5) |a;oo| = n l^^l - ^ ■ 

v\oo 

Dans la deuxieme integrale, en remarquant que \xy\ < si x^ e <)~^, on 
a de meme < Yl I'^vl — \Df\ d'oii 

V 

(4.6) koo|>£'F'- 



Lemme 2. — Supposons qu'il existe un couple de Fourier (/, /) sur F^o = M.'^ 
tel que f{x^) > si | Xoo\ > 1, / prend des valeurs strictement positives 
an voisinage de 1 dans V ensemble \xoo\ > 1; fiVoo) > sz |yoo| > Dp^ et 
/(O) = /(O) = 0. Alors Cf('S) pour tout s dans I'intervalle ]0, 1[. 

En effet (4.3) est alors reduit a ses termes integraux; \x\^ est strictement 
positif dans le domaine d'integration, et I'integrale (4.4) est strictement posi- 
tive d'apres la propriete imposee a /. Done Z{f, s) > et Cf{s) ^ d'apres 
le Lemme 1. 

Soit X = (xy) G Foo- La norme euclidienne compatible avec la transformee 
de Fourier de Tate est 

1 1 1 1 — ^ ^ I Xy I ~\~ 2 ^ ^ 1 1 Xy 1 1 

V reelle v complexe 

Puisque 

V reelle v complexe 

I'inegalite arithmetico-geometrique donne 

\x\'/'<-A\x\\\ 
a 

Posant r = p = \\y\\ {y G Foo) on voit que 

|x| > 1 =^ r > a/^ 

\y\>\DF\-^ =^ p>\DF\-^/'^Vd. 
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Proposition 1. — Supposons qu'il existe un corps de nombres F de degre d 
et de discriminant D tel que Cf{s) a un zero dans ]0, 1[. Alors 

Bd>d \D\-^''^. 

Reciproquement, bien sur, C,p n'a pas de zero reel si 

d \D\-^''^ > Bd. 

La demonstration est maintenant evidente. Supposons pour exemple que 
d \D\~^/''- > Bd- On pent trouver /, / radiales, comme dans le §3, et > pour 
r > ^/d et p > \D\~^/'^y/d. On pent supposer aussi que / prend des valeurs 
strictement positives sur Tensemble des x tels que ^/d < \\x\\ < ^/d + e. Les 
conditions du Lemme 2 sont alors reunies puisque ||i|| = Vd. 

II est difficile de trouver des corps F verifiant Fhypothese de la Propo- 
sition. Cependant, la decomposition, pour F galoisien sur E, de Cf(s) en 
fonctions L d'Artin pour E a permis a Armitage d'exliiber un tel zero (en 
s = I bien siir, conformement a I'hypotliese de Riemann). 

Plus precisement, Armitage considere une extension explicite F de E = 
Q(-^3(l + i)), de degre 12 sur E et done de degre 48 sur Q, construite par 
Serre [1], et montre que Cf(|) =0. ([1], §5). 

Par consequent, la tlieorie des nombres impliquait a priori la version faible 
suivante du Theoreme 3 : 

Proposition 2. — Si d est multiple de 48, Bd est strictement positif. 

Pour d = 48, ceci resulte de I'existence de F. Supposons que d = 48c. II 
existe une extension cyclotomique L de Q de degre c et lineairement disjointe 
de F. Alors LF est de degre d sur Q, et (p divise Clf puisque LF/F est 
abelienne, et que Clf se factorise done en produit de fonctions L de Dirichlet 
relatives a F. D'oii le resultat. 

On pent se demander si la Proposition 1 implique une restriction sur les 
discriminants des corps tels que (p ait un zero reel. Dans ce cas, on a 

(4.7) \D\'^'>^- 

Mais, inconditionnellement d'apres le Theoreme 3, 

d 

— < 27re = 17, 079 •• • 
Bd 



17 



Or les minorations d'Odlyzko [2] donnent en general 

> 22,2(l + 0(rf)) 

pour d — > oo. Par consequent (4.7) est automatiquement verifie, au moins 
pour d assez grand. 

La proposition 2 ne conduit done pas a une minoration interessante de Bd- 
II est frappant de remarquer neanmoins que, pour certains degres au moins, 
la Theorie des nombres impliquait la croissance lineaire en d donnee par le 
Theoreme 3. Soit en effet p un nombre premier. D'apres les theoremes de 
Golod-Shafarevic et Brumer, il existe une suite de corps 

EicElc---E;c--- 

oil Ep, de degre p{p — 1) sur Q, est une extension de degre p de Q(Cp) et oii 
E^+V^P est abelienne, non ramifiee de degre p. Voir [3], Cor. 7 ; on a adjoint 
Cp pour obtenir E^ par deux extensions successives, abeliennes, a partir de Q. 

Considerons la suite d'extensions Fi = F E^ de F, Fi/Fi+i etant abelienne, 
de degre 1 ou p. On pent en extraire une sous-suite minimale strictement 
croissante, d'oii 

Fo = c Fi c ■ ■ ■ c = fe;™ C ■ • • , 

cliaque extension abelienne de degre p. Vu I'absence de ramification relative, 
une formule classique donne I'expression des discriminants absolus : 

(4.8) D(F^) = DiFor"" := D^"" . 

Les extensions successives a partir de F etant abeliennes, (f divise Cf™ 
pour tout m. La Proposition 1 donne alors pour d = dop"^, do = [Fq : Q] : 

(4.9) Bd>Cd, C = \D\~^/'^°. 

Pour de telles suites de degres, (3.10) et (4.8) montrent done que la crois- 
sance de Bd — et done de Bd > ^Bd — est lineaire en d. Si p ne divise pas Dp, 
F et Q(Cp) sont lineairement disjoints et I'on pent choisir Ep lineairement dis- 
joint de F. Alors Fq = F E^ et I'inegalite (4.8) est valide pour d = 48(p— l)p"', 
n > 1. Bien sur, le terme en {p — 1) n'est pas necessaire si I'on est pret a 
utiliser la conjecture d'Artin ou la conjecture de divisibilite de Dedekind. 
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